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Funciones, Limites y Derivadas en Calculo

1. DERIVADAS
1.1. Funciones y limites
Funciones

Una funcién es una relacion entre los elementos de dos conjuntos, de forma que a determinados elementos del
primer conjunto se asocian elementos del segundo conjunto de manera univoca, es decir que a un elemento del
primer conjunto no le podemos asociar mas de un elemento del segundo conjunto.

A un elemento cualquiera del primer conjunto lo representamos con la letra x, que denominamos variable
independiente y al Unico elemento que le corresponde en el segundo conjunto lo representamos por la letray, a
la que denominamos variable dependiente. A la relacion la representamos por la letra f y escribimos

y =f(x).
Todas las funciones tienen los siguientes elementos:

Dominio de definicién de una funcidn f. Es el conjunto de valores de x para los que la funcion f(x) existe. Lo
representamos por

Dom(f).

Recorrido o imagen de una funcion f. Es el conjunto de valores que toma la variable dependiente y. Lo
representamos por

Img(f).

Para el estudio de las funciones, es importante saber en que conjunto son validas. En el caso de funciones
reales, el conjunto en el que son validas en el conjunto de los numeros reales. Las funciones reales de variable
real se suelen representar en el plano, utilizando un sistema de referencia.

Otra caracteristica es que la relacion debe ser uno a uno. En la figura se muestra (a) la grafica de una funcion,
mientras que (b) no es la gréafica de una funcién pues no existe la relacién univoca.

% (a) (b)
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Las funciones pueden expresarse mediante una tabla, una féormula o una grafica, siendo estas dos Ultimas las
mas comunes. De acuerdo a su expresion analitica, las funciones se pueden clasificar de la siguiente forma:

-

Polindmicas: f(x)=x*-2x+1

Algebraicas Racionales: f(x)= 2x +21
x —
Funciones- Irracionales : f(x)=vx*-3

Exponenciales: f(x)=3"
Transcendentesq Logaritmicas : f(x)=log(3x -1)
Trigonométricas: f(x)=cosx

1.2. Conjuntos abiertos y cerrados

En la recta real se pueden definir tres tipos de conjuntos: cerrados [a, b], abiertos (a, b) y semicerrados o
semiabiertos [a, b), (a, b]. Estos se refieren a'si se toman en cuenta los dos extremos del conjunto o si no, o si
s6lo uno. Matematicamente las definiciones son las siguientes:

[a,b]={x:xesreai,a <x S&} o ?
[d,b)={x:xesrea1,a <x <b} —ao_%—

(@,8)={r:x esreal,a < x <b} O——
(@,8)={x :x es real,a <x < b}

En cualquiera de los casos, b-a es la longitud del intervalo.
Otra definicién importante es el entorno de un nimero real. Definimos a B como un entorno de un ndmero real x
si 'y sélo si existe un nUmero y mayor que cero tal que el intervalo (x-Bx+[) esté contenido o sea igual a B.

Matematicamente se escribe:

B % esunentorno de x B>OF (x-B. x+B) B
En particular, cualquiera que sea >0 (x-[3, x+B) es un entorno de x.

1.3. Limite de una funcién en un punto
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Sea una funcién f con dominio en los reales a un punto del intevalo I, L~ 9R. Definimos a L como el limite de a
cuando x se aproxima a a y f(x) se aproxima a L. Los valores de x pertenecen al dominio de la funcién y es
necesario que existan puntos tan préximos a a como queramos, es decir, que a sea un punto de acumulacién del
dominio y que cuando x se aproxime a a, f(x) se aproxime a L. La siguiente figura esquematiza las
aproximaciones. Como puede verse, se deben definir dos intervalos, uno en x y otro en f(x) para poder
determinar el limite.

= ¥

Estrictamente se puede decir que siendo a.un punto de un intervalo abierto | y f(x) una funcion definida en |
excepto posiblemente en el punto a, L R es el limite de f(x) cuando x tiende al punto a, si y solamente si, para
cada £>0 existe un 6>0, tal que paratodox |, siO < |x-a| <& entonces, |f(x) - L|< €. Y se escribe de la siguiente
forma:

Lim f(x)= L

X—ra

El limite depende Unicamente del comportamiento de la funcion en las proximidades de a, no de cual sea el valor
de la funcidn en el punto a ; de hecho, a puede no pertenecer al dominio de la funcién, lo que si es necesario es
que a sea punto de acumulacion.

Ejemplo de limite:

Sea f(x) = (x2 -1)/(x-1) evaluada en el punto x =1
f(1) = (12-1)/(1-1) =-0/0 j!

La divisidon entre cero no esta definida. Sin embargo, para cualquier otro punto puede encontrarse un valor
determinado de la funcidn, asi que consideremos 1 como un punto de acumulacién. De esta manera hagamos la
siguiente aproximacion:
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| x | o*-1)/(x-1) |
| 0.5] 1.50000)]
| 0.9 1.90000)
0.99 1.99000

0.999 1.99900

0.9999 1.99990

0.99999 1.99999

De esta forma vemos que cada vez que x se acerca al valor de 1, f(x) se acerca al valor de dos, por lo tanto
podemos decir que el limite de la funcion cuando x se aproxima a uno es dos.

Lim x>-1= 2
x— 1 X-l

Sin embargo, el valor de la funcidn airectamente revaiuaao sigue sin estar determinado. Graficamente lo que se
ve es que la funcion estd determinada en todos los puntos, pero que en x = 1 hay una “vacancia”, es decir, no
existe un valor en los reales que le corresponda.

1

2

3 \"vacmcia'
1 2 3

1.4. Limites laterales

El limite lateral por la izquierda de una funcion y=f(x) en el punto x = a es el valor al que se aproxima f(x) cuando x
se aproxima al valor de a por valores menores que a:

lim _ f(x)

El limite lateral por la derecha de una funcidn y = f(x) en el punto x = a es el valor al que se aproxima f(x) cuando x
se aproxima al valor de a por valores mayores que a:
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lim . f(x)
Elemelo:
sea f(x) la siguignte fungidn
1) x’-1 xs52
xXl=
=l xwd
El limite, de f(x) cuando nos aproximames per la izquigrda a 2 esigual a 3:
Limfix)= 3
x—)vé.'-

Migntras que sl nes aproximamas par el lade derecho el limite es 1:
Limf(x)= 1
+

x—=2

Para poder determinar, un limite, este debe ser el mismo par cualguier lada que Ngs apraximemas,
es decir:

Limf(x)= Limf(x)= L

Xx—>a x—=a

per lo tanto gn este ejenplo. el limite de f(x) cuando x tignde a dos, NO gstd determinade.
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f(x)

Lim f(x)= 3 1
sl 1 Lim f(x) = 1

1.5. Limite de una funcion en el infinito.

Ya hemos visto que se puede calcular el limite de las funciones cuando se aproximan a un valor determinado. Sin
embargo, el limite no esta restringido solo a eso, también pueden calcularse el limite de una funcién cuando x se
aproxima a infinito o menos infinito y esto se representa como:

Ejemplo:
Lim f(x) y Lim f(x)
fix)=2x-1
x~-1

Evaluando en infinito tenemos:
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I x | (2x-1)/(x-1) |
I 5|| 1.800000|
| 50] 2.020408]
| 500|| 2.002004]
| 5 000 2.000200|
| 50 000)|| 2.000020|
I 500000 2.000002|
| | )
Por lo tanto,
Lim 351 .3
e SEE
Ahara, evaluando.enmenos infinito:
| x | (2x-1)/(x-1) |
| -5| 1.833333)
-50 1.980392
-500 1.998004
-5 000 1.999800
-50 000 1.999980
| -500000| 1.999998)|
| il el
En gste casn, tenemas:
Lim 2x-1.2
il 1 |

En este caso, el limite coincide y es igual a 2. En general, no necesariamente esto sucede pues puede ser que
una funcidn tenga limite cuando esta se va a infinito y no lo tenga cuando avanza hacia menos infinito.
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2. Definicion de la derivada

El concepto de derivada fue desarrollado por Leibniz y Newton. Leibniz fue el primero en publicar la teoria, pero
parece ser que Newton tenia papeles escritos (sin publicar) anteriores a Leibniz. Debido a la rivalidad entre
Alemania e Inglaterra, esto produjo grandes disputas entre los cientificos de y otro pais.

Newton llegd al concepto de derivada estudiando las tangentes mientras que Leibniz estudiando la velocidad
de un movil.

El concepto se derivada se aplica en los casos donde es necesario medir la rapidez con que se produce el
cambio de una situacién. Por ello es una herramienta de célculo fundamental en los estudios de Fisica, Quimica
y Biologia. También en las ciencias sociales como la Economia y la Sociologia se utiliza el andlisis matematico
para explicar la rapidez de cambio en algunas magnitudes.

Conocer la variacidon de una funcion en un intervalo grande no informa suficientemente bien en el sentido de
entender como se produce dicha variacion. Se necesita estudiar variaciones de la funcion en intervalos cada vez
mas pequenos para llegar a entender el concepto de variacion instantanea o referida a un punto, es decir el de
derivada en un punto.

Ejemplo:

Consideremos la tangente a la curva f(x) en el punto P. ; Cémo se obtiene el angulo a entre la tangente y el eje x
positivo? El conocimiento de los valores a y f(a) no basta para determinarlo, puesto que hay un numero infinito
de rectas, aparte de la tangente, que pasan por P. Tampoco es necesario conocer la funcion f(x) en su
comportamiento global; el conocimiento de la funcién en una vecindad arbitraria del punto P debe ser suficiente
para determinar a. Esto indica que se deberia definir la direccion de la tangente a una curva f(x) mediante un
proceso de limite.
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Consideremos un segundo punto P' sobre la curva, cercano a P. Por los dos puntos P y P' se traza una linea
recta. Si el punto P' se mueve a lo largo de la curva hacia el punto P, entonces la recta PP' se aproxima a la
tangente.

) 4
fla)

Sea o' gl dnguln que la recta PP' forma con gl gje x positive,

Entonces

Limo’'= a
PP

Consideranda las coordenadas de Jos puntos Py P, se tiene:

tana'- fix)-fla) - cateto opuesto
X-a cateto adyacente

Asi, el procesp de limite estd representado por la ecuacion:
tan a = Lim tana’ = Lim fi(x) - fa)

X = a X=h X-4a
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A este limite se le denomina derivada de la funcién f(x) en el punto a. Por lo tanto, para que exista la derivada de
una funcion en un punto, tiene que existir ese limite. Cuando no existe este limite, se dice que la funcion no es
derivable en ese punto.

En términos generales, se dice que la derivada de cualquier funcion y = f(x) mide la variacion de y cuando hay
una pequena variacion de x. La definicion de la derivada de la funcion y = f(x), es:

. Ly " flx + &x)- £(x)
m— = i
ﬁx—)ﬂ& Ax—0 Lx

Existen distintas notaciones para representar la derivada, todas ellas equivalentes:

df(x) - f(x)=f(x) obien dy-y’
dx dx

Por lo tanto, para que exista la derivada de una funcién en un punto, tiene que existir ese limite. Cuando no
existe este limite, se dice que la funcién no es derivable en ese punto.

La derivada es una funcién en .si misma y tiene todas las propiedades anteriormente estudiadas de las
funciones.

3. Derivadas basicas y aplicaciones

Existe una gran cantidad de derivadas basicas. Todas ellas se obtienen a partir de la definicion de derivada.
Ejemplos:

f(x) = k

fl@)=Limk-k =0=f(x)=0
X=rad

X-a

f(x) = x"
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fa)=Limx"-g" = Lim (x - a Yx™' + ax™ + & x** +__+a") = na™"'

X—a X-a

= £(x) = nx™'

A gontinuarcidn, se dan las derivadas mas utilizadas:

TABLA DE DERIVADAS

FUNCION FUNCION DERIVADA FUNCION FUNCION DERIVADA
y=k y=0 y=x y=1
y=Uu+v+w y=u+v+w Y= U ¥y =suv +u'v

Y= ey y=Log,u , :
y=u y=u - loge "

v u
y=d y =utnu™ y=Lau P uir

u
y¥=k ¥ =u"k L. k b y=e" y =u-e’
y=senu ¥ =u"cos u y=cosecu |y =-ucosecucolgu
y=cosu y =—u-senu y =Secu y'=u-secuigu
y=tgu y=u-(1+ig°u) " y=cotg u y' = —u'cosec’ u
y = arsenu y= u' y=arcosecu |y = ;P'
(1-u}) jul (u” = 1)
y=arcosu ¥ = arsecu
f. -1 y‘: u _
(1 -u)" Juu? - 1"
y=argu y=arcolg u
oo Y= :
7T R
y=u ¥ =vu' Ly utveu o’
¥ = 1) = Loy = Lo f{x) == (y'ly) = (L, fx)) = y* = y-(L., f{x))

L, k= 1i{Log, &) M= yifcos®u) = u'sec’u

u,v,w son funciones de x ; u' es la derivada de u respecto de x ; k es una cte ; Ln es Log base e ; n y b son nimeros
racionales ; |u| es valor absoluto de u.
La determinacion del crecimiento y decrecimiento de una funcién es en general una tarea bastante dificil, para

este tipo de problemas, las derivadas son muy Utiles.

3.1. Funciones crecientes y decrecientes
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Una funcidn f () es greciente enun intervala (3, b) sisatisface que
J(x+tdy2 f(z) e A0 conxx+ihe(ad)
51 upafuncian,es credients en.la, bl entences
4 7@
sz VHE(G.H)

En efecho, sih > 0 v pasaoooximames oar 12 derecha de x
SED I s o, g SO 216 5
k =0 ¥ drx

y sih = 0y 0os aproximames.par la izauisrda de x.

JSRD-Sz—h) . SX)-S(x-k) _dS(x)
.b 20= lim 3 = 20

En cualquier caso, la derivada es no negativa. Por lo demas es un resultado intuitivamente cierto toda vez que la
derivada en un punto es la pendiente de la recta tangente a dicho punto.

fixh A

3.2. Funcion decreciente

Una funcion f (x) es decreciente en unintervalo (a, b) si satisface que

www.aiu.edu
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S(x+kyS f(z) = k>0 conzx+he(abd)

5i yna furrien.es decreciente.en (3, b) sntanges,

%m ¥ xe(a,b)

En efecta, 5 h > 0y 0osARIAKRENASAALIA darerha de

f(x+h)- S () JCx+h)—f(x) _dr(x)
i 0= Hu S = s

v 3ih > 0¥ 005 3RTRKRaTRs Bax | izguismds de x

FD-Sx=4) J&x)-Sx-4) _4S(x)
p £0=> Bm, - <0

En cualquier caso, la derivada es no negativa. Por lo demas es un resultado intuitivamente cierto toda vez que la
derivada en un punto es la pendiente de la recta tangente a dicho punto.

fix)

A
d fix)
P L

\ tg( ) = 0

% S (%))

Ejemplo:

Determinar los intervalos en que crece o decrece la funcién con ecuacion.

flz) = e - dx+1)

Hay que calcular la primera derivada
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f:fi@)==x-2

Como f'(x)>0  x-2>0, o seasix>2, entonces f es creciente para x>2.
Como f'(x)<O  x-2 <0, o seasix<2, entonces f es decreciente para x<2.

Ademas de esto, las derivadas también son Utiles para la resolucién de problemas en el area cientifica y
tecnoldgica, donde existen variaciones muy pequefas de alguna variable, particularmente cuando el tiempo
estd involucrado.

4. Maximos y minimos, calculo y aplicacion

4.1. Maximos de una funcion

En un punto en el que la derivada se anule y antes sea positiva y después del punto negativa, se dice que la
funcion tiene un maximo relativo, es decir, que

f'(xo) =0
y en ese punto, la funcién, pase de creciente a decreciente.

En x = a, la funcion tiene un maximo relativo y se observa que su derivada se anula en ese punto, pasando de
positiva a negativa. (se anula y cambia de signo). Entonces se dice que

max en (a,f(a))
4.2. Minimos de una Funcion

En un punto en el que la derivada se anule y antes sea negativa y después del punto positiva, se dice que la
funcion tiene un minimo relativo, es decir, que

f'(xo)=0
y en ese punto, la funcién, pase de decreciente a creciente.
En x = b, la funcién tiene un minimo relativo y se observa que su derivada se anula en ese punto, pasando de
negativa a positiva. Entonces se dice que

min en (b,f(b))

Para que una funcién tenga maximo o minimo NO es suficiente con que su derivada se anule, debe ademas,
cambiar de signo.
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max, relative
A

imdn relative

4.3. Extremos absolutos

Extremos relativos a veces pueden ser extremos absolutos, como demuestra la siguiente definicion:
f tiene un maximo absoluto a c si f(c) > f(x) para toda x en el dominio de f.
f tiene un minimo absoluto a ¢ si f(c) < f(x) para toda x en el dominio de f.
Todos los extremos absolutos son automaticamente extremos relativos, seguin nuestra convencion.

., absolnio

A

wivdm., ol ot

4.4. Puntos de Inflexion de una funcion

Un punto de inflexion es aquel donde la funcidn derivada tiene un maximo o minimo, es decir, un punto singular.
Se dice entonces que la funcién tiene un cambio en la concavidad.

Para calcular los puntos de inflexién hay que igualar a cero la derivada segunda y comprobar que ésta cambia de
signo. Es decir, estudiar los maximos y minimos de la primera derivada, para ello se deriva la primera derivada
(segunda derivada) y se anula.

En los puntos donde la segunda derivada se anule y cambie de signo, la funcion tendra un punto de inflexion y su
derivada un max o un min.
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Donde la segunda derivada sea positiva se dice que la funcidén es céncava positiva y donde es negativa
concavidad negativa.

4.5. Aplicaciones

El calculo de maximos y minimos es muy util en la resolucién de problemas financieros, pues se puede usar para

estudiar tasas de variacion, valores maximos y minimos de una funcién, concavidad y convexidad, etc. Ademas

son esenciales en todos los sistemas de produccion, permitiendo encontrar los puntos de optimizacion de estos.

Ejemplo:

Un fondo de inversion genera una rentabilidad que depende de la cantidad de dinero invertida, segun la formula:
R(x)=-0.002x2 + 0.8x - 5

donde R(x) representa la rentabilidad generada cuando se invierte la cantidad x.

Determinar, teniendo en cuenta que disponemos de 500 ddlares:

a) Cuando aumenta y cuando disminuye la rentabilidad

b) Cuanto dinero debemos invertir para obtener la maxima rentabilidad posible.

c) Cual serd el valor de dicha rentabilidad.

Solucion

a) La derivada primera nos da el crecimiento o decrecimiento de la funcion. Si la derivada es positiva la funcién
crecey si es negativa decrece

R'(x)=- (2)0.002x+0.8 =-0.004x + 0.8
Seiguala a Oy se resuelve la ecuacion que resulta
R'(x)=0 x=(0.8)/(0.004) =200

Se estudia el signo de la derivada a la derecha e izquierda de los valores que nos ha dado O la derivada (en este
caso x =200). Esto se puede hacer eligiendo un punto menor que 200, por ejemplo 100, y sustituyendo:

R'(100)=0.4>0
y en otro mayor que 200, por ejemplo 300:
R'(300)=-0.4<0
Entonces la derivada es positiva en el intervalo (O, 200), y f es creciente en ese intervalo y es decreciente en

(200, 500) ya que en ese intervalo nos ha dado negativa la derivada. Lo que nos dice también que en punto 200
hay un maximo local.
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(75, 200)

b) Teniendo en cuenta el apartado a), el maximo se encuentra en 200, por lo tanto, debemos invertir 200
ddlares.

¢) La méxima rentabilidad es en 200, porlo que hay que sustituir ese valor en la ecuacion original:

R (200)= -0.002(200)2+ 0.8(200)-5 = 75 délares

www.aiu.edu



https://www.aiu.edu/
https://www.aiu.edu/
https://www.aiu.edu/

¢Disfrutaste esta lectura?
Contactanos

Solicitar Informacion

L
SUSTAINABLE
DEVELOPMENT

GOALS

17 v

Galeria de Graduados

Demo del Campus Virtual

AL T AT G W VA B e

P Y P \.'.;' o
[$ 10 " i

Re l(‘h your i \Ill‘llllTl ofe'nllal

AlU cree que la educacion es un derecho humano permitanos
ser partc[a de su V|aje academlco/de aprendlzaje



https://www.aiu.edu/University/np/MyLifeIsASuccess
https://www.aiu.edu/es/registro-de-inscripcion/
https://www.aiu.edu/es/demostracion-de-su-campus-aiu/
https://aiugraduationgallery.org/
https://www.aiu.edu/es/demostracion-de-su-campus-aiu/
https://aiugraduationgallery.org/
https://www.aiu.edu/es/registro-de-inscripcion/
https://www.aiu.edu/
https://www.aiu.edu/
https://www.aiu.edu/

